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Résumé :
Ce travail traite du contact avec interaction adhésive entre deux corps viscoélastiques en grandes déformations.
Le cadre cinématique et la loi d’action-réaction généralisée, développés dans Curnier et al. (1995), Bretelle et al.
(2001) permettent de décrire les grands déplacements relatifs dans une forme adaptée aux interactions à distance.
La variable interne surfacique β, introduite par Frémond (1987), décrit l’intensité adhésive des interactions. Le
modèle permet la cicatrisation complète ou partielle des liens adhésifs, ainsi que leur création, lors de l’approche
des deux corps. Il constitue une extension du modèle RCC (Raous et al. (1999)). La simulation numérique de
l’interaction entre une bille de verre et un élastomère avec ce modèle permet de caractériser le col d’adhésion
observé expérimentalement par Barquins (1980).
Abstract :
This work deals with a recoverable adhesive interaction between two viscoelastic bodies in large deformation
contact. We use the contact kinematics and the extended action-reaction principle developped in Curnier et al.
(1995), Bretelle et al. (2001) to describe the relative displacement and the noncontact interactions. The internal
state variable β, introduced by Frémond (1987), represents the intensity of adhesion. The model takes into account
complete or partial interface healing during the approach of the bodies. This represents an extension of the RCC
model (Raous et al. (1999)). The numerical simulation of the adhesive interaction between a glass sphere and a
rubber block within this model allows us to characterize the neck of adhesion, observed in experiments by Barquins
(1980).
Mots-clefs :
Adhésion cicatrisante ; contact unilatéral ; élastomère.
1 Introduction
Le modèle d’interface avec interaction adhésive à distance présenté dans Schryve et Raous
(2007), Cocou et al. (2006), Raous et al. (2006), est étendu ici au cas d’interaction avec adhé-
sion complètement ou partiellement cicatrisante entre deux corps viscoélastiques en grandes dé-
formations. L’interaction adhésive est décrite par la variable interne d’état β, l’intensité d’adhé-
sion (Frémond (1987)). L’évolution de β est contrôlée par une équation différentielle à seuil
(β ∈ ]0, 1]). La cicatrisation (β augmente) ou l’endommagement (β diminue) des liens adhé-
sifs se réalise durant l’approche ou la séparation des corps, ce qui constitue une extension du
modèle adhésif RCC (Raous et al. (1999)). Le caractère non régulier de la loi d’interface adhé-
sive nécessite la formulation des lois thermodynamiques en termes d’inclusions différentielles
(section 2). Pour rendre compte de la cicatrisation partielle, une variable βs est ajoutée (section
3) ; elle est liée à l’histoire de l’endommagement des liens (analogue à la déformation plastique
cumulée). Ces modèles d’adhésion ont été implémentés dans la plateforme LMGC90 (Dubois
et Jean (2003)). Dans la section 4, une série d’exemples est présentée afin d’illustrer le carac-
tère nouveau de la modélisation de l’adhésion proposée et son couplage avec le comportement
volumique viscoélastique.
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2 Formulation du modèle d’adhésion complètement cicatrisante
Nous considérons deux corps viscoélastiques en grandes déformations, caractérisés par une
loi constitutive de type Kelvin-Voigt non linéaire, de configuration de référence Ωα0 dans IRd,
d = 2 ou 3, et de frontières suffisamment régulières Γα0 , de normale unitaire sortante Nα,
α = 1, 2. Soient Γα0,U , Γα0,F et Γα0,C trois parties disjointes de Γα0 telles que Γα0 = Γ¯α0,U ∪ Γ¯α0,F ∪
Γ¯α0,C . On désigne par fα0 la densité massique de forces et par ρα0 la masse volumique dans
Ωα0×]0, T [. Nous notons par F αd la densité surfacique de forces sur Γα0,F . Le mouvement est
noté xα = xα(Xα, t), ∀Xα ∈ Ωα0 et ∀t ∈ [0, T ]. Nous considérons les conditions de position
imposée xα = xαd (Xα, t) sur Γα0,U×]0, T [. On introduit F α = Grad xα le tenseur gradient
de la transformation, Jα := det(F α), Cα = (F α)TF α le tenseur de Cauchy-Green droit et
Dα = (F˙ α(F α)−1)sym le tenseur des taux de déformation, pour α = 1, 2, où ˙( ) est la dérivée
particulaire d( )/dt.
Dans Ωα0 , on choisit l’énergie libre volumique ψα = ψα(Cα) de type Hencky suivante :
ψα(Cα) =
λα
2
(
tr
(
1
2
ln Cα
))2
+ µαtr
((
1
2
ln Cα
)2)
, avec λα, µα les coefficients de Lamé.
Dans la configuration actuelle à l’instant t, notée Ωαt , nous considérons le potentiel de dissipa-
tion volumique φα = φα(Dα) de type Kelvin-Voigt de la forme
φα(Dα) =
λ˜α
2
(tr(Dα))2 + µ˜αtr
(
(Dα)2
)
, où λ˜α et µ˜α sont les coefficients de viscosité.
Le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff Sα dans Ωα0 sera dérivé de ces potentiels.
Soient Γα0,C et respectivement Γαt,C les surfaces potentielles d’interaction dans la confi-
guration de référence et dans la configuration actuelle à l’instant t, α = 1, 2. Pour tout t
∈ ]0, T ], on suppose que tout point candidat à l’interaction, x1(X1, t) de Γ1t,C , se projette
de façon unique sur Γ2t,C , selon la projection orthogonale γˆp en x2p(X2p , t) := γˆp(x1), avec
X2p := γp(X
1) sur γp(Γ
1
0,C). Le saut normal g = g(X2p , t) est défini à chaque instant par
g := (x1(X1, t)− x2p(X
2
p , t)) ·n
2
, où n2 est la normale unitaire sortante de Γ2t,C . La condition
de non pénétration s’écrit alors g ≥ 0. Pour la paramétrisation de Γ2t,C , on utilise le paramètre
ξi, i = 1, 2, de manière à définir une base locale (τ 1, τ 2,n) en x2p, où n := n2(X2p , t) et
τ i = ∂x2(x2p)/∂ξ
i
. Selon Curnier et al. (1995), nous introduisons la vitesse relative
[v] :=
∂x1
∂t
−
∂x2p
∂t
− g
dn
dt
, ce qui implique [v] = g˙n+ ξ˙iTτ i,
et le principe d’action-réaction généralisé, en utilisant Jp, le rapport des éléments de surface en
interaction à l’instant initial,
Jp(F
2S2N 2)p = −F
1S1N 1 sur γp(Γ
1
0,C) et Jp(F
2S2N 2)p = 0 sur Γ
2
0,C\γp(Γ
1
0,C).
Nous désignons par T := (F 2S2N 2)p le vecteur contrainte d’interaction et sa composante
normale et respectivement tangentielle par TN := T · n et TT := T − TNn.
Notons (.)r et (.)ir les parties réversible et respectivement irréversible de (.). Les variables
d’état de l’interface sont le saut normal g et l’intensité d’adhésion β définis sur γp(Γ10,C)×]0, T [.
Soient−T rN etGβ les forces thermodynamiques associées à g et respectivement à β. Nous consi-
dérons que seuls l’adhésion et le frottement sont sources de dissipation surfacique. Les formes
suivantes sont choisies pour l’énergie libre surfacique Ψ = Ψ(g, β) et le pseudo-potentiel de
dissipation surfacique Φ = Φ(ξ˙T , β˙;χ), avec χ = (TN , g, β) :
Ψ(g, β) =
CN
2
g2β2 − wβ + IK˜(g) + IP (β) et Φ(ξ˙T , β˙;χ) = µ |TN − CNgβ
2| ||ξ˙T ||+
b
2
β˙2,
2
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où K˜ = {v; v ≥ 0} et P = {γ; 0 < γ ≤ 1}. Le coefficient CN est la rigidité interfaciale
normale, w l’énergie d’adhésion, µ le coefficient de frottement de Coulomb et b le coefficient
de viscosité intersurfacique. Les propriétés de convexité et de positivité du pseudo-potentiel de
dissipation surfacique Φ impliquent l’inégalité de Clausius Duhem dans cette extension du cadre
des matériaux standards généralisés. Les lois surfaciques d’état et complémentaires s’écrivent
T rN ∈ ∂gΨ, T
r
T = 0, −Gβ ∈ ∂βΨ,
T irN = 0, T
ir
T ∈ ∂ξ˙TΦ(ξ˙T , β˙;χ), Gβ ∈ ∂β˙Φ(ξ˙T , β˙;χ),
où ∂z(.) est le sous-gradient de (.) selon la variable z. Si β = 0 le comportement de la loi
d’adhésion cicatrisante correspond à un comportement de contact de type Signorini-Coulomb.
Pour b = 0, les processus d’endommagement et de cicatrisation des liens suivent le même che-
min. Pour b 6= 0, ils diffèrent selon la vitesse de sollicitation, c’est l’hystérésis d’adhésion.
Le problème dynamique de deux corps viscoélastiques en grandes déformations en contact
unilatéral couplant adhésion cicatrisante et frottement a la forme suivante :
Problème P : Trouver x = (x1,x2) et β tels que xα(0) = Xα, x˙α(0) = V α dans Ωα0 ,
α = 1, 2, β(0) = β0 ∈ ]0, 1] sur γp(Γ
1
0,C), et pour tout t ∈ ]0, T [,
ρα0 x¨
α − Div (F αSα) = ρα0fα0
Sα(Cα,Dα) = 2
∂ψα(Cα)
∂Cα
+ Jα (F α)−1
∂φα(Dα)
∂Dα
(F α)−T
dans Ωα0 , α = 1, 2,
avec les conditions aux limites
xα = xαd sur Γ
α
0,U , et F
αSαNα = F αd sur Γ
α
0,F , α = 1, 2,
Jp(F
2S2N 2)p =
∣∣∣∣∣∣
−F 1S1N 1 sur γp(Γ
1
0,C)
0 sur Γ20,C\γp(Γ
1
0,C)
(loi d’action-réaction généralisée),
et sur γp(Γ10,C)

g ≥ 0,
TN − CNgβ
2 ≤ 0,
(TN − CNgβ
2)g = 0,


||TT || ≤ µ |TN − CNgβ
2|,
||TT || < µ |TN − CNgβ
2| ⇒ ξ˙T = 0,
||TT || = µ |TN − CNgβ
2| ⇒ ∃λ ≥ 0, ξ˙T = λTT ,
bβ˙ = w − CNg
2β pour β ∈ ]0, 1[ sur γp(Γ10,C),
bβ˙ ≤ w − CNg
2 si β = 1 sur γp(Γ10,C).
3 Extension à la cicatrisation partielle
Dans le modèle précédent, l’adhésion peut être complètement restaurée, ce qui peut consti-
tuer une approche des liaisons de type van der Waals. Nous considérons maintenant une nou-
velle application où l’adhésion est seulement partiellement restaurée. C’est le cas, par exemple,
du post-it collé et décollé plusieurs fois dont le pouvoir collant diminue au cours des cycles
contact/séparation. Le modèle précédent est alors étendu, une nouvelle variable βs est intro-
duite. L’équation d’évolution de βs suit la loi
βs(X
2
p , t) = β
0
s − α
∫ t
0
(β˙(X2p , τ))
−dτ,
où (β˙)− représente la partie négative de β˙, α est le facteur d’affaiblissement (α ∈ [0, 1]), et
β0s ∈ ]0, 1] est la valeur initiale du seuil d’intensité d’adhésion βs. La condition β ∈ ]0, βs] est
alors imposée. Pour α = 0, le modèle d’adhésion complètement cicatrisante est retrouvé, pour
α = 1, la cicatrisation n’est plus possible, le modèle RCC est retrouvé. L’exemple 4.1 illustre
le comportement du modèle d’adhésion partiellement cicatrisante.
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4 Simulations numériques
Les modèles d’adhésion ont été implémentés dans la plateforme LMGC90 (voir http://www.
lmgc.univ-montp2.fr/∼dubois/LMGC90/). L’intégration temporelle des équations du mouve-
ment repose sur une θ-méthode. Le couplage à MatLib, bibliothèque de lois constitutives (Stai-
nier et al. (2003)), permet de traiter les non-linéarités volumiques. Les méthodes numériques
développées par Acary et Monerie (2001) sont étendues pour résoudre le problème avec adhé-
sion complètement ou partiellement cicatrisante. Le solveur « Non Smooth Contact Dyna-
mics » (Jean (1999)) est placé au sein d’une boucle de point fixe sur la variable β. Les équations
d’évolution de β et de βs sont intégrées implicitement. Selon le modèle d’adhésion considéré,
la contrainte β ∈ ]0, 1] ou β ∈ ]0, βs] est imposée.
4.1 Simulation 1D
Cette simulation simple 1D permet de comparer les comportements des différents modèles.
Le modèle RCC et les nouveaux modèles d’adhésion complètement cicatrisante et d’adhésion
partiellement cicatrisante (α = 0, 7 et β0s = 1) sont considérés. La sollicitation imposée, sépa-
ration, approche, séparation selon la direction normale, est présentée en Figure 1. La Figure 2
décrit l’évolution de β dans le temps pour les différents modèles (cas b = 0). Lors de la pre-
mière séparation, phase d’endommagement, les évolutions sont identiques. Lors de l’approche,
débutant au point B, β n’augmente pas pour le modèle RCC (trait pointillé), β augmente jus-
qu’à β = βs pour le modèle d’adhésion partiellement cicatrisante (trait épais), β augmente
jusqu’à 1 pour le modèle d’adhésion complètement cicatrisante (trait fin). Dans ce modèle, le
comportement de cicatrisation suit le même chemin que celui d’endommagement pour b→ 0.
FIG. 1 – Sollicitation imposée sépa-
ration/approche/séparation.
trait fin : adhésion complètement
cicatrisante
trait épais : adhésion partiellement
cicatrisante
pointillé : modèle RCC
FIG. 2 – Evolution de β (cas b = 0).
Le comportement normal de chaque modèle est présenté en Figure 3 pour le cas b 6= 0,
en trait plein et b = 0, en pointillé. Lors de l’approche, débutant au point B, après un effet
visqueux similaire, les modèles différent. Le modèle RCC (a) donne un retour élastique direct
selon une raideur endommagée CNβ2. Le modèle d’adhésion complètement cicatrisante (b)
permet de retrouver une raideur interfaciale de valeur CN . Le modèle d’adhésion partiellement
cicatrisante (c) donne tout d’abord une augmentation de la raideur interfaciale jusqu’à β = βs.
Ensuite, la réponse est un retour élastique de raideur partiellement endommagée CNβ2s .
4.2 Etude du rebond et effet de la viscoélasticité
Cet exemple académique traite la dynamique du rebond d’une bille de verre (E(1) = 69
GPa, ν(1) = 0, 3 et ρ(1)0 = 2500 kg/m3) sur un bloc homogène isotrope viscoélastique (E˜(2) =
ηE(2), E(2) = 20MPa, ν˜(2) = ν(2) = 0, 48 et ρ(2)0 = 1000 kg/m3) avec interaction adhésive
sans frottement. Les corps sont soumis aux effets de la gravité et à l’adhésion (Figure 4). Les
paramètres d’adhésion sont w = 104 J/m2, CN = 108 N/m3 et b = 0, 1 Ns/m.
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FIG. 3 – Réponses des différents modèles (pointillé : b = 0 / plein : b 6= 0). (a) modèle RCC, (b) modèle
d’adhésion complètement cicatrisante, (c) modèle d’adhésion partiellement cicatrisante.
Les évolutions des rayons adhésifs (TN 6= 0) et de contact (g = 0) sont données en Figure
5. Dans le cas η → 0 (traits pointillés) deux rebonds sont observés, le cas hyperélastique est
retrouvé. Pour η = 1 (traits pleins) aucun rebond n’est observé, la viscosité volumique est
prépondérante.
FIG. 4 – Chute d’une sphère élastique sur un
plan viscoélastique (gz = −9.81 m/s2).
FIG. 5 – Evolution des rayons adhésifs (TN 6= 0)
et de contact (g = 0).
4.3 Formation du col adhésif, expérience de Barquins (1980)
Cet exemple numérique simule la formation du col d’adhésion, observé expérimentalement,
lors du contact adhésif entre une bille de verre de rayon 2, 19 mm et un élastomère hyper-
élastique (E = 5 MPa, ν = 0, 48 et ρ = 1000 kg/m3) de forme cylindrique. Les interac-
tions présentes dans ce cas sont de type van der Waals. Elles sont approximées par le modèle
d’adhésion complétement cicatrisante (Figure 6). La modélisation retenue considère le traite-
ment axisymétrique et le comportement rigide de la bille (Figure 7). Le maillage de l’élastomère
(10500 ddls) est raffiné au niveau de la zone de contact (710 éléments de contact, dont 600 de
taille 0, 1 µm) afin d’obtenir le col d’adhésion (Figure 8). Les résultats pour w = 75 mJ/m2,
CN = 10
13 N/m3 et b = 0 sont : rayon de contact a = 91, 4 µm et enfoncement δ = −1, 27
µm. Ils sont très proches des résultats (quasi-)statiques de la théorie JKR (Johnson et al. (1971))
(aJKR = 92, 16 µm et δJKR = −1, 29 µm), en accord avec l’expérience de Barquins (1980).
5 Conclusion
Deux modèles d’adhésion cicatrisante ont été présentés. Avec le modèle d’adhésion com-
plètement cicatrisante, on retrouve bien le col d’adhésion observé lors du contact bille de verre
et élastomère. Avec le modèle d’adhésion partiellement cicatrisante, on décrit la détérioration
de l’interaction adhésive au cours des cycles contact/séparation. Le travail en cours porte sur
la simulation des phénomènes « pull-out », « jump-on » et « jump-off », où le rôle des visco-
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FIG. 6 – Approximation de l’in-
teraction de van der Waals.
FIG. 7 – Sphére rigide et élasto-
mère soumis à l’adhésion.
FIG. 8 – Formation du col
d’adhésion.
sités volumique et intersurfacique (paramètre b) paraît essentiel. Notre effort porte également
sur l’extension du modèle actuel à la prise en compte du comportement tangentiel adhésif à
distance, en vue de la simulation de la formation et de la propagation des ondes de Schallamach
(Schallamach (1971)).
Références
V. Acary et Y. Monerie 2001 Formulation dynamique d’un modèle de zone cohésive tridimensionnelle
couplant endommagement et interface. Revue européenne des éléments finis 10, 489-503.
M. Barquins 1980 Etude théorique et expérimentale de la cinétique de l’adhérence des élastomères. Thèse
de l’Université Pierre et Marie Curie, Paris VI.
A.-S. Bretelle, M. Cocou and Y. Monerie 2001 Unilateral contact with adhesion and friction between
two hyperelastic bodies. Int. J. of Eng. Sci. 39, 2015-2032.
M. Cocou, M. Raous and M. Schryve 2006 Analysis of a dynamic contact problem with adhesion and
friction in viscoelasticity. In Proc. of III Europ. Conf. on Comp. Mech., Solids, Structures and Coupled
Problems in Eng. (eds. C.A. Mota Soares and al.) CDROM. Lisbon, Portugal.
A. Curnier, Q.C. He and A. Klarbring 1995 Continuum mechanics modelling of large deformation
contact with friction. Contact Mech. (eds. M. Raous et al.), 145-158. Plenum Press, New York.
F. Dubois et M. Jean 2003 LMGC90 une plateforme de développement dédiée à la modélisation de
problèmes d’interaction. In Actes du V I Coll. Nat. Calcul des Struct. (eds. M. Potier-Ferry, M. Bonnet,
A. Bignonnet), Tome 1, 111-118. Ecole Polytechnique, Paris.
M. Frémond 1987 Adhérence des solides. J. de Méca. Th. et Appl. 6, 383-407.
M. Jean 1999 The Non Smooth Contact Dynamics method. Comp. Meth. in Appl. Mech. Eng. 177, 235-
257.
K.L. Johnson, K. Kendall and A.D. Roberts 1971 Surface energy and the contact of elastic solids. Proc.
R. Soc. Lond. A. 324, 301-313.
M. Raous, L. Cangémi and M. Cocou 1999 A consistent model coupling adhesion, friction and unilateral
contact. Comp. Meth. in Appl. Mech. Eng. 77, 383-399.
M. Raous, M. Schryve and M. Cocou 2006 Restorable adhesion and friction. In Nonsmooth/Nonconvex
Mechanics with Applications in Engineering (ed. C.C. Baniotopoulos), 165-172. Editions Ziti, Thes-
salonique, Grèce.
A. Schallamach 1971 How does rubber slide ? Wear 17, 301-312.
M. Schryve et M. Raous 2007 Contact et adhésion cicatrisante. Communication au V III Coll. Nat.
Calcul des Struc., 21-25 Mai 2007, Giens.
L. Stainier, F. Dubois et R. Peyroux 2003 MatLib, une bibliothèque portable de modèles constitutifs pour
la mécanique non linéaire des solides : concept et implémentation. In Actes du V I Coll. Nat. Calcul
des Struct. (eds. M. Potier-Ferry, M. Bonnet, A. Bignonnet), Tome 3, 25-32. Ecole Polytechnique,
Paris.
6
